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Resumen

Este trabajo presenta la forma como la herramienta “descomposicion genética”, definida desde la teoria APOS,
favorece la comprension de objetos matematicos utilizados en cursos de matematicas universitarias. Lo anterior
como parte de un proyecto de investigacion, desarrollado en la Escuela Colombiana de Ingenieria Julio Garavito,
con el objetivo de identificar las formas de comprender la ecuacion diferencial lineal de segundo orden que modela
un sistema masa resorte con movimiento libre amortiguado; dentro de los resultados se presentan algunas
dificultades para comprender el objeto de estudio y la necesidad de disefiar instrumentos de recoleccion de
informacion que complementan las observaciones de los docentes en clase.

Palabras Clave: sistemas masa — resorte, teoria APOS, descomposicion genética

Abstract

This paper presents the way in which the tool "genetic decomposition", defined from the APOS theory, favors the
understanding of mathematical objects used in university mathematics courses. The previous as part of a research
project, developed in the Colombian School of Engineering Julio Garavito, with the objective of identifying the
ways to understand the linear differential equation of second order that models a spring mass system with free
motion damped; Within the results there are some difficulties to understand the object of study and the need to
design information collection instruments that complement the observations of teachers in class.

Key words: mass-spring system, APOS theory, genetic decomposition

Planteamiento del problema

La investigacion en educacion matematica, continuamente aporta al fortalecimiento de las practicas
educativas, para que estas, no se limiten a métodos de ensefanza tradicional, basados en la memorizacion
de algoritmos o féormulas que en algunos casos pueden carecer de significado para el estudiante. Trabajos
relacionados con la ensefianza del calculo, y particularmente de las ecuaciones diferenciales (ED), indican
que en estos cursos predomina el enfoque algebraico (Morales y Salas, 2010), y que objetos o conceptos
matematicos se ocultan mediante formulas o algoritmos que impiden su comprension (Napoles, Gonzalez,
Brundo, Genes, y Basabilbaso, 2004), lo que puede representar que la asignatura reste importancia para
un estudiante en relacion a su programa de formacion, dado que no es perceptible su interaccion con otros
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ejes de formacion. Asi mismo, cabe destacar que aunque los aportes de la investigacion en educacion
matematica tengan como objetivo mejorar la forma de comprender los objetos matematicos, el probar un
nuevo modelo de ensefanza, que privilegie su comprension, sobreponiéndolos a procesos algebraicos o
logaritmicos, implica encontrar nuevas dificultades, por ejemplo, en el caso de las ecuaciones
diferenciales, dichas dificultades estan asociadas con el planteamiento de la ecuacion diferencial en
determinado modelo matematico, antes que con el proceso algebraico para resolverla (Jaimes, Chaves y
Hernandez, 2015).

Los elementos anteriores han sido considerados, para realizar una propuesta de ensefianza, basada en una
teoria de enfoque cognitivo, que busca describir las construcciones mentales y los mecanismos de
construccion que un estudiante desarrolla para comprender un objeto matematico. El objeto de estudio,
son los sistemas masa resorte, particularmente, la ecuacion diferencial que modela estos sistemas cuando
se considera la fuerza de amortiguamiento que afecta el movimiento. La eleccion del objeto de estudio,
radica en su aplicacion en diferentes campos de la ingenieria, por ejemplo, publicaciones relacionadas con
aplicaciones de las ecuaciones diferenciales, evidencian que en la ingenieria biomédica, los sistemas masa
— resorte pueden ser utilizados en el estudio de la otosclerosis (Fragoso, Magalhaes, Las Casas, Santos,
Rabelo Y Oliveira, 2014), y en la ingenieria mecanica, para modelar el sistema de suspension de un
vehiculo.

Antecedentes

Al realizar una exploracion bibliografica tanto en articulos y publicaciones, se han encontrado
investigaciones relacionadas con la ensefianza y aprendizaje de las ecuaciones diferenciales, resaltando
que todas estas, independiente del enfoque teodrico que utilizan, tienen el propodsito de fortalecer su
comprension, que ha estado limitada a registros algebraicos y algoritmicos (Guerra, 2003; Dullius, 2009;
Napodles, 2009; Chaves y Jaimes, 2014). Asi mismo, se hizo una revision en libros de ecuaciones
Diferenciales que generalmente se utilizan como texto guia, para identificar la forma como es construida
y presentada la ecuacion diferencial que modela un sistema masa — resorte con movimiento libre
amortiguado. De esta revision se resaltan los textos de Zill y Kullen (2008) y, Edwards y Penney (2009)
quienes utilizan constructos diferentes para presentar la ecuacion diferencial. Por ejemplo, mientras que
en el libro de Zill y Kullen (2008), cada una de las fuerzas implicadas en el movimiento de un sistema
masa resorte amortiguado, son justificadas desde leyes fisicas (Ej. Ley de Hooke, segunda ley de Newton,
etc.) que hacen parte de curriculos previamente vistos, en el libro de Edwards y Penney (2009), se trata de
presentar al lector mediante un razonamiento “logico” cada uno de los componentes de la ecuacion
diferencial. Sin embargo, se encontr6 que ninguno de los autores explica el por qué la fuerza
amortiguadora que se considera en este tipo de movimiento, es proporcional a la velocidad y actiia en
direccion opuesta; fendomeno fisico explicado por la ley de Stokes.

Marco teorico
Esta investigacion se desarrolla desde la perspectiva de una teoria cognitiva llamado APOS, cuya sigla
corresponde a la forma como se escriben en ingles las palabras Accidon—Proceso—Objeto—Esquema, fue

desarrollada por Ed. Dubinsky (1991) y un grupo de investigadores del Research in Undergraduate
Mathematics Education Community (RUMEC). Se basa en la Abstraccion Reflexiva; idea introducida por
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Piaget, y se extiende a nociones matematicas avanzadas, que describe las construcciones mentales y
mecanismos de construccion que un estudiante desarrolla para comprender un concepto u objeto
matematico, y se sintetiza en lo que desde la teoria se conoce como descomposicion genética.

Las construcciones mentales corresponden a diferentes niveles de comprension de objetos matematicos.
En la teoria APOS las construcciones mentales que se consideran son: acciones, procesos, objetos y
esquemas. Una accion es cualquier actividad mental o fisica que transforma de alguna manera un objeto
matematico, son algoritmicas por naturaleza y permiten realizar un primer contacto con los objetos
matematicos; esto se logra a través de las experiencias del estudiante al tratar con el objeto. Un nivel de
comprension proceso se presenta si una accion es interiorizada por su repeticion y el reflejo de la misma.
Si un estudiante puede reflexionar de manera mas general sobre un proceso particular, y lo concibe como
una totalidad y si puede efectuar transformaciones sobre el mismo, se dice que ha encapsulado el proceso
y alcanzado un nivel de comprension de objeto (Arnon, Cottrill, Dubinsky, Oktag, Fuentes, Trigueros y
Weller, 2014).

En relacién a lo anterior, la descomposicion genética de un objeto matematico parte de un andlisis que
identifica las construcciones mentales previamente mencionadas, que un estudiante puede requerir en su
aprendizaje. En este analisis los investigadores plantean desde su experiencia como docentes del curso de
ecuaciones diferenciales una descomposicion genética preliminar del objeto de estudio. Luego, producto
de la misma investigacion se refina de modo que se presente de mejor forma lo que hacen los estudiantes
cuando trabajan con él.

Metodologia

La investigacion se desarrolld con 26 estudiantes de la Escuela Colombiana de Ingenieria inscritos en un
curso de ecuaciones diferenciales; cabe resaltar que a estos cursos, asisten estudiantes de diferentes
programas de ingenieria (Civil, eléctrica, industrial, electronica, mecanica, biomédica y ambiental). Se
sigui6 el marco metodologico propuesto por la teoria APOS, bajo los tres componentes planteados en el
ciclo de investigacion:

Inicialmente se realiza un Andlisis teorico, que implica la elaboracion de una descomposicién genética
preliminar, la cual describe las construcciones mentales que deben realizar los estudiantes para
comprender la ecuacion diferencial lineal de segundo orden (EDLO2) que modela sistema de masa resorte
con movimiento libre amortiguado. Posteriormente se elabora un Diserio e implementacion de ensenianza,
en este segundo componente se escogen ciertas actividades basadas en la descomposicion genética
preliminar, estas actividades pueden ser: entrevistas, observaciones en clase, revision de los libros de
texto, estudios epistemologicos e histéricos, examenes, entre otros (Arnon, et al, 2014). Finalmente el
tercer componente que es la recoleccion y andlisis de datos que tienen como base las actividades
elaboradas en el componente anterior. Seguido de este analisis de datos, se realiza un nuevo analisis
tedrico, repitiendo; de ser necesario, el ciclo anterior para refinar la descomposicion genética preliminar,
indicando las construcciones mentales y los mecanismos de construccion que un estudiante realiza para
comprender el objeto en cuestion.
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Algunos Ejemplos

Dentro, del trabajo realizado con los estudiantes, se encontraron elementos que evidencian dificultad para
comprender la ecuacion diferencial que modela un sistema masa resorte, tanto en el planteamiento, como
en el significado de la misma.

Dentro de las actividades mencionadas en el segundo componente del ciclo de investigacion, se disefid y
aplico un taller que permitiera observar:

a) La forma como los estudiantes identifican la informacion dada en el enunciado de un problema y
la aprovechan para plantear su soluciéon

b) El reconocimiento de las caracteristicas propias de la ecuacion diferencial que modela un sistema
masa — resorte amortiguado, y de las soluciones de su ecuacion caracteristica.

c) El paso del registro algebraico a lenguaje natural, dada una ecuacion diferencial y condiciones
iniciales, que se ajustan a un sistema masa — resorte amortiguado.

d) Los alcances de la ecuacion caracteristica y sus soluciones para determinar el tipo de movimiento.

En relacion al inciso a) se dio el enunciado de un problema masa — resorte, y se plantearon preguntas
relacionadas con la informacion extraida del problema, al plantear la ecuacion. Se encontré que algunos
estudiantes confunden la informacion dada para determinar la constante de resistencia con una condicion
inicial del problema, incluso confunden el nombre de ley fisica que estan utilizando; ley de Hooke con ley
de Stokes (Figuras 1 y 2).

s En un problema de masa-resorte, la frase: Bl resorte cs estirado 8 pies al sujetarle la mase [ Para qué
sirve ¢sa informacion 7
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Figura 3. Reconocimiento de la informacion en el enunciado del problema. Elaboracién propia.

+ En un problema de masa-resorte, la frase: El resorle es estirade 8 pres ol sugetarle lo masa jPara qué
sirve esa informacién ?
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Figura 4. Reconocimiento de la informacion en el enunciado del problema. Elaboracién propia.

Sobre el inciso b) En la ecuacion diferencial mx" + Bx’ 4+ kx = 0, toda solucion real, o también parte
real de una solucion imaginaria debe ser negativa, dada la naturaleza de los coeficientes de la ecuacion.
Partiendo de esto, se dio una lista de posibles raices para una ecuacion diferencial de segundo orden, y
ellos debian seleccionar las que cumplian con esta condicion, pero se evidencia que algunos estudiantes
toman cualquier tipo de raiz, la escriben como factor, resuelven, expresan la ecuacion caracteristica, y su
respectiva ecuacion diferencial sin importar el signo de los coeficientes (Figura 3).
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Qalecelone cunles de los anterlores estan relacionadas con un slstomn masa-resorte; De estas, determine cual

ea ln eenacién diferencinl correspondiente y su respectiva solucién

Figura 5. Considerar raices positivas en la solucion de la ecuacion caracteristica. Elaboracion propia.

En el paso del registro algebraico a lenguaje natural, indicado en el inciso ¢) Confunden la naturaleza del
problema o su relacién con las soluciones, por ejemplo, si la solucion de la ecuacidon caracteristica, es
irracional pero negativa, esta puede ser la solucion de un sistema masa resorte, pero se tiende a confundir

valores imaginarios de la forma a + if8, con numeros irracionales que se escriben de la forma a + /8,
con f§ > 0.

Finalmente, en el inciso d), relacionado con los alcances de la ecuacion caracteristica y sus soluciones
para determinar el tipo de movimiento, manifiestan que es indispensable resolver la ecuacion diferencial
para determinar si el sistema es sobre, sub o criticamente amortiguado. Es decir, se puede deducir que
estan pensando en la grafica de la funcion para determinar el comportamiento de la misma, desconociendo

que ese andlisis se puede realizar utilizando el discriminante de la ecuacion caracteristica (Figura 4).
Figura 6. No consideracion del discriminante para identificar el tipo de movimiento. Elaboracion propia.

4. En un problema de masa-resorte, para determinar si el sistema es Sobre, Sub o Criticamente amortiguado
(Es indispensable escribir la funcién solucién de la ecuacién diferencial? Justifique su respuesta.
7
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4. En un problema de masa-resorte, para determinar si el sistema es Sobre, Sub o Criticamente amortiguado
;Es indispensable escribir la funcién solucién de la ecuacién diferencial? Justifique su respuesta.
;
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4. En un problema de masa-resorte, para determinar si el sistema es Sobre, Sub o Criticamente amortiguado
¢Es indispensable escribir la funcién solucién de la ecuacién diferencial? Justifique su respuesta.
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Analisis de Resultados

Al realizar un analisis de la informacion recopilada, se plantea que al solucionar un problema de sistemas
masa — resorte, los niveles de comprension o construcciones mentales parten de la desencapsulacion del
modelo mediante acciones como:

e Relacionar la ecuacion caracteristica con la ecuacion diferencial
e Extraer las condiciones iniciales del enunciado del problema
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e Realizar las conversiones de unidades requeridas para dar tratamiento a las variables del problema.
Asi mismo, la coordinacion de algunos procesos relacionados con:

¢ la identificacion y comprension de variables y constantes dadas de forma explicita o implicita en
el enunciado del problema.
e La comprension de las leyes de la naturaleza que hacen parte del sistema.
e Interpretacion de la ley de Hooke, la informacion que aporta sobre la caracteristica del resorte.
e Interpretar la ley de Stokes, como una justificacion a que la fuerza amortiguadora sea proporcional
a la velocidad.
Ademas, se hace necesaria la interiorizacion de los procesos que

e Relacionan el discriminante de la ecuacion caracteristica con el tipo de movimiento del sistema.
e [FEstablecen la soluciéon de la ecuacion diferencial, diferenciando las funciones solucion,
correspondientes a cada raiz de la ecuacion caracteristica.

Las construcciones mentales anteriormente descritas, junto con los mecanismos de desencapsulacion,
coordinacion e interiorizacion, pueden favorecer la comprension y del objeto ecuacion diferencial mx” +
Bx" + kx = 0, que modela un sistema masa resorte.

Conclusiones

Aunque los libros de texto proporcionan las ecuaciones diferenciales que modelan ciertos fendmenos
fisicos, y en particular la que modela un sistema masa — resorte, no es clara la forma como se deben
construir estos objetos, partiendo inicialmente de que cada autor, construye o presenta la ecuacion
diferencial desde justificaciones fisicas que si bien convergen a la misma ecuacion, no son coherentes,
pero en este trabajo se han encontraron de forma preliminar niveles de comprension o construcciones
mentales, que por medio de mecanismos de construccion como la desencapsulacion, coordinacion, e
interiorizacioén, permiten la compresion de estos objetos, sin depender del texto guia utilizado.

Identificar la forma como se comprenden algunos objetos matematicos, son estrategias que pueden
mejorar los métodos de ensenanza-aprendizaje, y de esta forma presentar alternativas a los modelos de
ensefanza tradicional, la cual como mencionan algunos autores, en ocasiones solo se basa en la forma
como los comprende el profesor del curso (Alvarenga, 2006).

La triangulacion de la informacion para disefiar una descomposicion genética es una de las tareas que
enriquece los conocimientos de quienes la estan construyendo y gesta un marco de referencia para formar
a los profesionales que la deseen utilizar.

Identificar y utilizar las construcciones mentales que hacen los estudiantes al comprender un objeto, son
estrategias que pueden cambiar la practica profesional docente e impulsar un cambio en la ensefianza
tradicional del calculo.

La teoria APOS y su elemento principal; la descomposicion genética, puede considerarse como un punto

de convergencia de diferentes profesionales cuya labor esta relacionada con la ensefianza del calculo, y
deseen mejorar sus practicas de ensefianza, o aportar a la investigacion en educacion matematica.
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