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Introduccion

En este trabajo de grado presentamos una nocion débil de compacidad en espa-
cios topoldgicos, llamada ad-compacidad, y exponemos algunas de sus propieda-
des.

La compacidad es uno de los conceptos fundamentales de la topologia. La
busqueda de generalizaciones y particularizaciones de la compacidad ha sido
objeto de estudio en los tdltimos anos, e.g. Compacidad médulo ideales[4][5][6],
compacidad definida mediante ideales[7][8], C-compacidad mdédulo ideales[9] y
cl-compacidad|[1].

Este trabajo de grado contribuye a dicha labor al explorar las propiedades basi-
cas de una generalizacion de compacidad a la que llamamos ad-compacidad.
Dichas propiedades bésicas se pueden resumir en: caracterizacion de la ad-
compacidad por bases y subbases, funciones que la preservan, subespacios que
la heredan y relacién entre espacios producto y ad-compacidad.

Asi mismo, demostramos que no hay relacién entre la ad-compacidad y la cl-
compacidad[1], la cual es otra generalizacién de compacidad propuesta recien-
temente como trabajo de grado por otro alumno de esta misma institucién.
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Seccion 1

Definicién y primeros
ejemplos

Un conjunto es compacto si para todo cubrimiento abierto para éste, existe
un subcubrimiento finito. Para definir ad-compacidad, mantuvimos la definicién
original pero reemplazamos los subcubrimientos por estructuras mas débiles que
aparecen naturalmente mediante el operador de adherencia. Hemos llamado ad-
subcubrimientos a dichas estructuras.

Definicién 1.1 (Ad-subcubrimientos). Si X es un espacio topolégio y
{Ui}ier es un cubrimiento por abiertos para K C X, entonces toda sub-

coleccién {U; }ies € {Uitier que cumpla | J;c ; U; 2 K es llamada un ad-
subcubrimiento de {U;};c; para K.

Definicién 1.2 (Ad-compacidad). Si X es un espacio topolégicoy K C X
decimos que K es ad-compacto si para todo cubrimiento abierto para K
existe un ad-subcubrimiento finito.

Ademas, cuando X es ad-compacto decimos que el espacio topolégico es
ad-compacto.

A partir de esta definicién es inmediato que todo espacio compacto es ad-
compacto porque si K es compacto, entonces para todo cubrimiento {Ui}ier
para K existe J C I, finito, con (J;c; U; 2 K, de donde | J,, U; 2 K.

Nota. En un espacio topoldgico X, las siguientes proposiciones son equivalentes.

1. K C X es ad-compacto.
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2. Para todo cubrimiento abierto {U;};c; para K, existe J C I, finito con
{Uitiecs 2 K. 1

3. Para todo cubrimiento abierto no vacio {U; }ier para K, con U; N K # )
para todo i € I, existe J C I, finito con {U;}ics 2D K. 2

Lo primero a ver es que la propiedad de ad-compacidad no es demasiado débil,
es decir que no siempre se posee; y que tampoco es demasiado fuerte, o sea que
se puede poseer sin requerir compacidad.

Para ello mostramos los siguientes ejemplos.

Ejemplo 1.1. R con la topologia usual no es ad-compacto.

En efecto:

Sea U, = (n — 1,n + 1) para cada n € Z. {U,}nez es un cubrimiento
abierto para R. Sin embargo, si J C Z es finito, entonces UnEJU7n =
Unes[n —1,n + 1] estd acotado inferiormente por (minJ) — 1, y por ende,

Unes Un #R. O

Ejemplo 1.2. R con la topologia de colas abiertas a derecha, C !, es ad-
compacto y no es compacto.

En efecto:

Sea {U; }icr una coleccién no vacia de abiertos de C, no vacios y diferentes

de R, con (J,c; Ui = R. Para cada i € I, existe a; € R con U; = (a;, +00).

1. R es ad-compacto porque (a,+00) = R para todo a € R, pues los
tnicos cerrados de (R,C) son 0, R, y todos los de la forma (—oo, z]
con z € R; y el tinico de estos cerrados que contiene a (a, +00) es R.

2. R no es compacto porque si J C I es finito, entonces (J,c; U; =
(min{a; : ¢ € J}, +00) #R.

O

1 La topologia de colas abiertas a derecha est4 dada por C = {@, R}U{(a, +0) : a € R}.

A continuacién se presentan méas ejemplos de espacios ad-compactos no com-
pactos.

1Ello porque J es finito y porque para todos A,BC X, AUB = AU B.
2Se puede restringir porque si {U;};cs es un cubrimiento abierto para K y se define I* =
{i€1:U;NK # 0}, entonces {U; };cr+ es un subcubrimiento de {U;};cs para K.
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Ejemplo 1.3. Como en el ejemplo anterior,

1. R con la topologia de colas cerradas y abiertas a derecha' es ad-
compacto y no es compacto.

2. R con la topologia de colas abiertas a izquierda? es ad-compacto y no
es compacto.

3. R con la topologia de colas cerradas y abiertas a izquierda® es ad-
compacto y no es compacto.

En efecto:

Al igual que en la demostracién anterior, en todos los casos ocurre que si
U es un abierto no vacio, entonces U = R. O]

IEsta topologfa estd dada por C U {[a, +00) : a € R}.
2Esta topologia estd dada por C* = {#, R} U {(—o00,a) : a € R}.
3Esta topologia estd dada por C* U {(—o0,d] : a € R}.

En este punto parece que el hecho de que “para todo abierto no vacio U se tiene
U = X7 es una caracteristica tipica de los espacios ad-compactos no compactos.

Pero ello no se cumple siempre. Un primer ejemplo de un espacio con estas ca-
racteristicas se muestra a continuacién.

Ejemplo 1.4. En N,! sea 7 C P(X) la coleccién dada por:
U € 7 si y solo si para todo u € U se cumple que u méd 2 € U.2

Bajo este contexto 7 es una topologia para N, N es ad-compacto no com-
pacto, y existen abiertos cuya adherencia no es N.
En efecto:

1. 7 es una topologia para N:

a) 0 € T porque cumple la propiedad “vaciamente”, y N € 7 porque
{0,1} C N.

b) SiU,Verysize UNV entoncesx méd 2 € Uy x méd 2 € V,
luego zmdéd2 € UNV. Asique UNV € 7.

c¢) Si {Ui}icr es una coleccién de elementos de 7y = € J,c; Ui,
existe j € I con x € Uy, luego x méd 2 € Uy, y por ende x méd
2 € U;er Ui Asique e, Us € 7.
2. N no es compacto:

Para cada n € N, sea U,, = {n,n méd 2}.
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La coleccién {Uy, }nen es un cubrimiento abierto para N, sin embargo,
si J C N es finito, entonces existe k € N\ (J U {0,1}), de modo que
keZ\ (UjeyUi). Por ende, U, , U; # N.

3. N es ad-compacto:

Si {U;}ier es un cubrimiento abierto para N, entonces existen iy e i1
con0eU;,, yleU,.

Para probar que N es ad-compacto basta ver que
a) {0} ={2n:n €N} =2N, y que
b) {1} ={2n+1:n e N} =2N +1,
pues de ser asf, como U;, 2 {0} y U;, 2 {1}, entonces U,,uU;, =N.
Y ello es cierto por lo siguiente.
{0} = 2N porque:
(2). Siz € 2Ny si U es un abierto que contiene a x, por definicién de
abierto, 0 € U, o sea, {0} NU # 0, y asf se concluye que z € {0}.

(©). Y six ¢ 2N, {z,1} serfa un abierto que contiene a x y que no
tiene puntos de {0}, y asi se concluye que = ¢ {0}.

De la misma manera se comprueba que {1} = 2N + 1.

4. Existen abiertos en N cuya adherencia no es N:

{0} es abierto y como se acaba de mostrar {0} = 2N # N.

O

IEn este texto N representa al conjunto de los enteros no negativos, o sea a Z=9.
24 méd 2, que se lee “u médulo 27, es el residuo de u al dividirse por 2. Por definicién,
u mdéd 2 € {0,1} incluso si u < 0.

En base al ejemplo anterior, se esperaria que si en N se definieran topologias
de la misma manera pero respecto al médulo 3, o 4, o cualquier otro nimero
mayor que 2, van a aparecer espacios que son ad-compactos no compactos y que
contienen abiertos cuya adherencia no es N.

En efecto esto funciona incluso si la topologia es la corresponsiente al médulo 1,
salvo que en ese caso la adherencia de todos los abiertos no vacios es N puesto

que todos contienen a {0}.

A continuacion presentamos una justificacién de este hecho.

Teorema 1.1. En N, sea N € N y sea 7y dada por:

10
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U € 1y si y solo si para todo u € U se cumple que u méd N € U.

Bajo este contexto T es una topologia para N, N es ad-compacto no com-
pacto, y si N > 1, existen abiertos cuya adherencia no es N.

Demostracion.

1. 7y es una topologia para N:

Se desarrolla igual que para el caso méd2, pero reemplazando 2 por N.

2. N no es compacto:
Se desarrolla igual que para el caso méd2, pero reemplazando 2 por N:
Para cada n € N, sea U,, = {n,n méd N}.

La coleccién {U, }nen es un cubrimiento abierto para N, sin embargo, si
J C N es finito, entonces existe k € N\ (JU{0,1,...,N —1}), de modo
que k € Z\ (U;c; Us). Por ende, ;. ; U; # N.

3. N es ad-compacto. También es similar al caso mod2:

Si{U;}ier es un cubrimiento abierto para N, entonces existen ig, 1, ..., in—1,
con n € U;, para todon < N.

Para probar que N es ad-compacto basta ver que si 0 <n < N,
a) {n} = NN +n,
pues de ser asi, como U;, O {n}, entonces Ufj;ol U, =N.

Y ello es cierto porque si 0 < n < N,

(D). Siz € NN+ nysiU es un abierto que contiene a x, por definicién
de abierto, n = x méd N € U, o sea, {n} NU # ), y as{ se concluye
que = € {n}.

(C). SiN =1,n =0y es inmediato que IN+0 =N D {0}; ysi N > 1
vax ¢ NN+n, 2z #nyxmédN # n, luego {z,z méd N} serfa
un abierto que contiene a x y que no tiene puntos de {n}, y asi se
concluye que = ¢ {n}.

Por ende {n} = NN+ n.

4. Si N > 1, existen abiertos en N cuya adherencia no es N:

{0} es abierto y como se acaba de mostrar, {0} = NN # N.

O
De la misma manera en que se generalizé de mod2 a médN en N, se puede
generalizar a Z, siendo N > 1. Es un hecho que los espacios resultantes siguen
siendo ad-compactos no compactos.

11
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En un intento por generalizar esto mismo a los reales, se puede definir x moéd r
para z € R y r € RT, como el tinico z € [0,7) para el cual existe algin N € Z
con Nr+ z = x. Lamentablemente, en el espacio topoldgico resultante se pierde
la ad-compacidad como se muestra en el ejemplo 1.5.

Ejemplo 1.5. En R, sea r € R, y sea 7, dada por:
U € 7, siy solo si para todo u € U se cumple que © méd r € U.

Con esta topologia, R no es ad-compacto.
En efecto:
Sea r € RT.

= 7, es una topologia para R:
Se desarrolla igual que como se ha hecho en los ejemplos anteriores
que involucran la operacién médulo para definir la topologia.

= R no es ad-compacto:
Para cada z € R sea U, = {x,x méd r}.

Sabemos que para todo z € R, U, es abiertoy U, = 7Z+(z méd r) =
rZ + x.

Es claro que (J,cp Ur = Ry que si J C R es finito, existe z € [0,7)

con z € R\UieJUi, y por ende, Uiejﬁz?éR-

O

. Por qué funciona en N y en Z pero no en R?

La caracteristica que tienen los ejemplos anteriores, y que no tiene R, es que
la imagen de la funcion méd N es finita, mientras que la de médr no lo es. Sin
embargo,

= En R con la topologia 7., todos los conjuntos de la forma Uer (rZ +vy),
donde Y es un subconjunto finito de [0,7) con al menos dos elementos,
son ad-compactos no compactos.

= Se puede definir otra topologia similar, basada en una funcién con imagen
finita, que dote de ad-compacidad a los reales.

El siguiente teorema justifica estas dos afirmaciones.

Teorema 1.2. Sea X no wvacio, y sea f : X — X wuna funcion tal que

f(f(z)) = f(x) para todo x € X.
Definimos 15 ast:

12
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U e 1y siy solo si para todo x € U se cumple f(z) € U.
Bajo estas condiciones,
1. 74 resulta ser una topologia para X.
2. AC X es ad-compacto si y solo si f(A) es finito.
3. A C X es compacto si y solo si A es finito.

4. 81U C X es abierto no vacio, entonces f(U) consta de un unico

elemento si y solo si para todo abierto no vacio V.C U se cumple
Vou.

Demostracién.
1. 74 es una topologia para X.

a) Es inmediato que 0, X € 7.

b) SiU,VeryzeUNV, f(x) eUy f(zx) € V, luego f(x) e UNV,
vasi, UNV € 1y.

¢) Si {U;}ier es una coleccién de subconjuntos de X con U; € 7y para
todoi € I,y six € J;c; Ui, existe j € I con x € Uy, de donde

f@)ev; < |Ju
iel
2. A C X es ad-compacto si y solo si f(A) es finito.

—). Nétese que para cada x € X, {z, f(x)} es abierto y {z, f(z)} =

@1

Como {{z, f(z)}}zca es un cubrimiento por abiertos para A, existe
J C A, finito, con

AcUlef@i=U " dr@h=r" (U f(@) =f(J),
xzeJ reJ zeJ
luego f(A) € f(J).
). Si f(A) es finito, existe J C A, finito, con f(A) = f(J). Sea {U; }icr
un cubrimiento arbitrario por abiertos para A.

Para cada x € J existe i, € I con x € U;,. Como {z, f(z)} C U;,
para todo x € J, entonces

UT.2U i@y = dr@py =) 2 A

xzeJ xeJ xeJ

3Ver la nota al final de este teorema.

13



SECCION 1. DEFINICION Y PRIMEROS EJEMPLOS

3. A C X es compacto si y solo si A es finito.

—). Como {{z, f(x)}}+ca es un cubrimiento por abiertos para Ay A es
compacto, existe J C A, finito, con {J, ;{z, f(x)} 2 A. Es inmediato
que A es finito.

). Es claro que si A es finito entonces es compacto.

4. SiU C X es abierto no vacio, entonces f(U) consta de un tinico elemento
si y solo si para todo abierto no vacio VC U se cumple V 2 U.

—). Sean V C U abierto no vacio, v € V, y u € U. Supongamos que f(U)
consta de un unico punto, es decir, f(U) = {f(u)}.

Como f(u) = f(v) y f(v) € V, entonces
Vo{f)} ="y ="{fwh 20

). Supongamos que existen a,b € U con f(a) # f(b). Sabemos que
{a, f(a)} es un ablerto no Vac10 con {a, f(a)} € U. Sin embargo,

dado que {a, f(a)} = f~ ({f(a)}) 2 {b}, se sigue que {a, f(a)} 2 A.
O

Nota. En este espacio se cumplen las siguientes propiedades

1. Paratodox € X, {z, f(x)} es abierto? porque f(z) € {x, f(z)} vy f(f(x)) =
f(x) e{z, f(2)}.

2. Para todo z € X, {z, f(z)} = f~1({f(x)}).

D). Sea z € f~Y({f(z)}), y sea U un abierto con z € U. Como f(z) =
f(2)y f(2) € U, se tiene f(z) € U. Luego Un{z, f(x)} 2 {f ()} # 0.
Q). Sea z € {z, f(z)}. Como {z, f(2)} es un abierto que continene a z,

{z, f(2)}n{z, f(z)} # 0, de donde 0 # f ({2, f(2) )N f (=, f(2)}) =
{f(2)} n{f(2)}, es decir, f(2) = f(x).

4Estos abiertos son importantes porque {{z, f(x)} : ¢ € X} es una base para X.

14



Seccion 2

Caracterizacion por bases y
subbases

Al igual que la compacidad, la ad-compacidad puede ser caracterizada a partir
de cubrimientos bésicos.

Teorema 2.1 (Caracterizacién de ad-compacidad por abiertos bdsicos).
Si X es un espacio topoldgico y K C X, entonces K es ad-compacto si
y solo si para todo cubrimiento de K por abiertos bdsicos, existe un ad-
subcubrimiento finito.

Demostracion.
Veamos que las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1.

K es ad-compacto, o sea, todo cubrimiento abierto para K tiene un ad-
subcubrimiento finito.

. Todo cubrimiento por abiertos basicos para K tiene un ad-subcubrimiento

finito.

. Es inmediato que si K es ad-compacto y {B;}ics es un cubrimiento de

abiertos basicos para K, existe J C I, finito, con (J;c; B; 2 K, pues in-
dependientemente de que {B;};cs sea un cubrimiento de abiertos bésicos,
es un cubrimiento de abiertos.

. Supongamos que para todo cubrimiento de abiertos bésicos {B; }ier para

K, existe J C I, finito, con | J,.; B; 2 K.

Sea {U;}ier un cubrimiento de abiertos para K. Para cada x € K, existe
iy € I con x € U,,, y existe un abierto béasico B, con z € B, C U, .

Como {B;}scx es un cubrimiento de abiertos basicos para K, existe H C

K, finito, con (J, .y Bz 2 K.

15
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Asi, dado que B, C U;, para todo = € H, entonces siendo J = {i, : x €

H}, se tiene que (J;c ;Ui 2 U, ey Bx 2 K, donde J C [ es finito.

O

Sin embargo, aunque podemos caracterizar la compacidad sélo con cubrimientos
subbdsicos segun el lema de Alexander, para el caso de la ad-compacidad es ne-
cesario anadir una condicién adicional. Dicha condicién no resulta muy estricta,
segin mostramos al final de la demostracién del teorema.

Teorema 2.2 (Equivalente del lema de Alexander para ad-compacidad).
Sea (X, T) un espacio topoldgico, y S una subbase para 7 tal que para todo
par de abiertos no disjuntos U,V € § se cumple UNV =UNV. Entonces,

K C X es ad-compacto si y solo si para todo cubrimiento por abiertos en

S para K existe un ad-subcubrimiento finito.

Demostracion.
Veamos que bajo las condiciones enunciadas, las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

1.

K es ad-compacto, o sea, todo cubrimiento abierto para K tiene un ad-
subcubrimiento finito.

Todo cubrimiento para K por abiertos subbésicos tiene un ad-subcubrimiento
finito.

. Es inmediato que si K es ad-compacto, y {S;}icr es un cubrimiento por

abiertos subbdsicos para K, existe J C I, finito, con {J;.; S 2 K, pues in-
dependientemente de que {S; };cr sea un cubrimiento por abiertos subbdsi-
cos, es un cubrimiento abierto.

. Supongamos que K no es ad-compacto y que al mismo tiempo se cumple

que para todo cubrimiento de abiertos subbdsicos {S;}ier para K, existe
J € I, finito, con | J,; i 2 K.

Sea Z la coleccién de todos los cubrimientos {U;};cr abiertos para K que
no tienen ad-subcubrimientos finitos, o sea, de aquellos para los cuales no

existe J C I, finito, con | J,_, U; 2 K.

icJ
Veamos que existe un cubrimiento de abiertos C' que es maximal en Z.
1. Z no puede ser vacio porque de ser asi, K seria ad-compacto.

2. Sea L C Z una coleccién ordenada linealmente por inclusién. Se bus-
ca mostrar que existe una cota superior en Z para L.

16
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Si L es vacia, cualquier elemento de Z puede servir como cota supe-
rior. Entonces supongamos que L no es vacia.

Sea M = J;c, 1. Es claro que paro toda [ € L, [ C M, y por ende,
dado que L # (), que M es un cubrimiento de abiertos para K. Resta
ver que no existe m C M, finita, con (Jy,, U 2 K.

Supongamos que si existe tal m. Llamemos m = {V1, V4, ..., V,, }. Para
cada i € {1,...,n} existe L; € L con V; € L;. Como L estd ordenado
linealmente por inclusion, existe un j € {1,...,n} tal que L; C L; para
todo i € {1,...,n}. Tenemos que m C Lj es finito y que |/, Vi 2 K.
Entonces L; ¢ L, imposible.

Asi que podemos aplicar el lema de Zorn y concluir que existe un elemento
maximal C' para Z.

Ello implica que si V' es un abierto con V' ¢ C, entonces CU{V} ¢ Z,
luego C'U{V'} tiene una subcoleccién finita Cp* necesariamente de la for-
ma Cy* = Cy U{V}, con UUecg UDK.

Consideremos C'NS. Si Jycens U 2 K, entonces por hipdtesis, existirfa
FCCnNnS CC, finita, con UueFU D K y K serfa ad-compacto. Asi que
UvecnsU 2 K.

Sea z € K con © ¢ JyeconsU.- Como Uy U D K, existe V € C
con x € V. De igual manera, como S es una subbase para X, existen
Sl,SQ,...,Sn eSconxeS NSn---Ns, CV.

Como C'N'S no cubre a x, entonces para todo i € {1,2,...,n}, S; ¢ C.
Por ende, para cada i, existe C; C C finito y tal que Uyce. U 2 K,

donde Cf = {S;} U Ci. Esto implica entre otras cosas, que para todo
i€{L,2,...n}, Upec, U 2 K\ Si.

Pero entonces, si llamamos F = |J;_, C; y F* = F U{V}, se tiene que

Jr-Uuv ~U U 7o) (®\5) = K\ (5

UeF i=1UEC; i=1U€C; i=1 i=1
de donde

Asi, como sabemos por hipétesis que (I, S; = ()i, S;, entonces tenemos
Niey S €V, dedonde Uyep. U D K. Esto contradice que C' € Z, con lo
cual queda demostrado que K es ad-compacto.

17



SECCION 2. CARACTERIZACION POR BASES Y SUBBASES

O
Como mencionamos, la condicién adicional que exige el teorema 2.2 a la subbase
S no es tan estricta como parece. De hecho, todos los ejemplos tratados en este
texto la satisfacen, segin se muestra en seguida.

Ejemplo 2.1. R cumple la condicién con la subbase S = {(—00,a) : a €
R} U{(a,+o0) : a € R}.

En efecto:

Sia,beRya< bentonces

1. (—00,a) N (—00,a) = (-0, a),
2. (a,+00) N (a, +00) = (a,+00),
3. (=00,b) N (a, +00) = (a,b) = [a,b] = (—00,b] N [a, +00) = (—00,b) N
(a,+00),
4. (—OO,b) N (—OO,CL) = (—OO,Cl) = (—OO,Cl] = (—OO,b} n (—OO,Cl] =
(—00,b) N (—00,a), y
5. (b,400) N (a,+o0) = (b,+0) = [b,+00) = [b,+00) N [a,+0) =
(b,+00) N (a, +00).
O
Ejemplo 2.2. (R,C) cumple la condicién con la subbase S = C.
En efecto:
Sia,beRya<bentonces
(b, +00) N (a,400) = (b,4+00) =R =RNR = (b, 4+00) N (a, +0).
O

Ejemplo 2.3. Si (X, 7f) es un espacio topoldgico definido por el teore-
ma 1.2, entonces cumple la condicién con la subbase S = {{z, f(x)} : z €
X}

En efecto:

Sean z,y € X con {z, f(z)}N{y, f(y)} # 0. Necesariamente se cumple que

f(@) = f(y).
Por ello, {z, f(z)} = f~'({f(»)}) = F1{fW)}) = {v. f(W)}- H
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Seccion 3

Funciones que preservan
ad-compacidad

., Qué propiedades debe cumplir una funcién con dominio ad-compacto para que
su imagen sea ad-compacta?

Afortunadamente, la ad-compacidad se preserva facilmente por funciones. Co-
mo mostraremos en seguida en el teorema 3.1, basta con que sean continuas y
sobreyectivas para lograr este propésito.

Teorema 3.1. Si X es ad-compacto y f : X = Y es continua y sobreyec-
tiva, entonces Y es ad-compacto.

Demostracién.
Sea {U,}ier un cubrimiento abierto para Y. Como f es continua, B; = f~(U;)
es abierto para cada i € I. Ademés, {B;};cs es un cubrimiento abierto para X.

Ya que X es ad-compacto, existe J C I, finito, con UiEJE = X. Asi,

UTi= UFE) > U f () =f<U&> _ ),
i€J ieJ ieJ ieJ

y como f es sobreyectiva, ;. U; 2 f(X) =Y.
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Seccion 4

Subespacios ad-compactos

En esta seccién presentamos las propiedades que debe cumplir un subconjunto
de un espacio ad-compacto, para que herede la ad-compacidad.

Un primer resultado es el siguiente.

Teorema 4.1. Si X es un espacio topoldgico ad-compacto y Y C X es
cerrado y abierto, entonces Y es ad-compacto.

Demostracion.

Sea {U; }icr un cubrimiento abierto para Y. Llamemos U;» = Y€, y sea I* =
T'U{i*}. Como Y© es abierto, {U; };cs+ es un cubrimiento de abiertos para X,
luego existe J* C I*, finito, con | J;¢ ;. U; =X yconi* € J*.!

Sea J = J*\ {i*}. Como ;¢ ;. Ui = Uj» U, ; Ui = Y° U, Us, entonces
Jui2 (U Ui> \YE=X\VE= (V) =int (V) =Y,
icJ ieJ*

y por ende, Y es ad-compacto. O

Sin embargo, el reciproco de este teorema no se cumple necesariamente, como
se muestra a continuacion.

Ejemplo 4.1. Aunque R con la topologia de colas abiertas a derecha es
ad-compacto y aunque K = (—00,0) no es abierto ni cerrado, K es ad-
compacto.

En efecto:

1Si no est4, se afiade.
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SECCION 4. SUBESPACIOS AD-COMPACTOS

Es inmediato dado que (a,+00) = R para todo a € R (ver el ejemplo 1.2).
O

Otro resultado importante es el siguiente.

Teorema 4.2. Sea X un espacio Hausdorff. Todo A C X ad-compacto es
cerrado.

Demostracion.
Sea u € A°. Como X es Hausdorff, para cada x € A existen abiertos V,, y U,
disjuntos, con u € Uy, y € V,. Como (J, 4 Ve 2 Ay A es ad-compacto, existe
J C A, finito, con Ume] D A.

Es claro que U = [, ; U, es abierto y que u € U. Ahora, ANU = () porque
si z € ANU entonces existe € .J con z € V, y con z € U,. Esto implica que

V, NU, # 0, contradiccién.

De ahi que u € U C A€, con lo que, A¢ es abierto, o lo que es lo mismo, A es
cerrado.

O
Ademas, el teorema 4.1 puede ser generalizado para conjuntos abiertos y g-
cerrados.

Definicién 4.1 (g-cerrado[3]). Un subconjunto A de un espacio topolégico
(X, 7) es g-cerrado si A C U para todo abierto U con A C U.

Teorema 4.3. 5i X un espacio topoldgico ad-compacto yY C X es abierto
y g-cerrado, entonces Y es ad-compacto.

Para este teorema ofrecemos dos demostraciones distintas.

Demostracion 1.
Sea {Va}aca una coleccién de subconjuntos abiertos de X, tal que A C |J,c 4 Va-

Como A es g-cerrado, se tiene que A C Usea Va

Entonces X = (X \A)UU,ca Va 5 v ya que X es ad-compacto, existe 4y C A,
finito, con X = (X \ A) U Uaer

Pero como X \ A = X \ int (A) y A C int (A) (puesto que es abierto), resulta
que
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(xX\Au | Vacx\ayu Y Va

ac€Ag a€Ag
Por lo tanto, X = (X \ A) UU,e, Vas v ast A=ANX C U,en, Va-
Entonces A es ad-compacto. U
Demostracion 2. - -
Dado que Y es abierto, Y \ Y es cerrado. Como Y es g-cerrado y Y \ 'Y es

cerrado, entonces Y debe ser cerrado (demostrado en [3]).

Ya que Y es abierto y cerrado, se dan las condiciones necesarias para aplicar el
teorema 4.1. O
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Seccion 5

Espacios producto y
ad-compacidad

Los teoremas mostrados a continuacion son un resumen de la relacion entre los
espacios producto y la ad-compacidad.

Teorema 5.1. Si un producto de espacios topoldgicos es ad-compacto en-
tonces cada espacio factor lo es.

Demostracion.
Sea {(Xj;, 7;)}ier una coleccién de espacios topoldgicos.

Llamemos X = [],.; Xi, y sea j € I. La j-ésima proyeccién, p; : X — X; dada
por p;((z;)icr) = xj, es una funcién continua y sobreyectiva [2]. Como X es
ad-compacto, X; también lo es.

O
Como se muestra en seguida, el reciproco del teorema anterior requiere una con-
dicién adicional para cumplirse. Esta condicién es similar a la que se exige en
la caracterizacién de ad-compacidad por abiertos subbdsicos (Ver teorema 2.2).

Para la demostracion del teorema 5.2 serd necesario hacer uso de los siguientes
lemas.

Lema 5.1. Sea {X;}icr una coleccion de espacios topoldgicos.
Para todo A; C X; coni € I, se cumple pi_l(Ai) = pgl(E)

En efecto:
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SECCION 5. ESPACIOS PRODUCTO Y AD-COMPACIDAD

Sea Ay C X con k € I. Llamemos Yy, = A, y Y; = X; para todo ¢ # k.

Como p; ' (Ay) = [I;c; Yi, entonces

o (A0 = [1Y: =1V = v ' ().

i€l i€l

Lema 5.2. Sea {X,;};er una coleccidn de espacios topoldgicos tal que para
todo par de abiertos no disjuntos U,V € 7;, se cumple que UNV =UNV,
para todo © € I.

Entonces para todos Uy C Xj, y V; € X; con j,k € T y con p; (Vi) N

p; (U;) # 0, se cumple que py* (Vi) Np; H(Uz) = pi ' (Vi) Npj H(U).

En efecto:
Sean pi ' (Vi) v pj_l(Uj) no disjuntos. Llamemos Y, = V4, Y; = X; para todo
Z#k, Zj:Uj yZz:XZ paratodoi;ﬁj.

Noétese que

p;l(vk) = Hie[ Yi,y

2. p; (Uj) = Tlier Zi

Entonces:
1. Sik:LseLiene@eEﬁZ:XiﬁXi=XZ-=YZ-ﬂZi para todo i # k,
yaque Uy NZ; =V, NU; = Vi NU; =Y, N Z; por la hipétesis adicional
del lema.

Luego [[;e; YiNZ; = [1ie; Yi N Zi.

2. Sik # j, se tiene que?iﬂz: XiNX; =X; =Y;N Z; para todo i # k, j,

queYkﬁZk:WﬁXk:Vk:YkﬁZk,yqueTjﬂZj:XjﬁszUj:
Y, 17,

Luego también se cumple que HieI?i NnZ, = [Le YinZ;.

En ambos casos, podemos concluir la igualdad deseada porque
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p Vi) (Uy) = [[vin]] 2
el el

=[[¥n][]Z

icl icl
=[1YinZz
=1Ivinz

iel
=][vinz

i€l
=[[vn]]%

i€l i€l
=pi (Vi) Np; (U;).

Teorema 5.2. Si {X;}icr es una coleccidn de espacios ad-compactos y en
cada uno ocurre que para todo par de abiertos no disjuntos U,V € 7;, se
cumple que UNV = U NV, entonces el producto [[,.; X; también es ad-
compacto.

el

Demostracién.
Llamemos X = [[,.; X;. Sabemos que S = {p; '(V;) :i € [ y V; € 7;} es una
subbase para X.

Sea C un cubrimiento por abiertos subbésicos para X sin ad-subcubrimientos
finitos.

Sea i € I,y sea C; = {Viemn :p[l(Vi) € C}. Si existiera Z; C Cj, finito, tal
que UUEZi U D X;, por el lema 5.1 se cumpliria que

U ritv)= U »' (V)

Viez,; VieZ;

()
VieZz;

=p; " (Xi)
= )(7

de donde se concluirfa que {p;*(V;) : Vi € Z;} es un ad-subcumbrimiento finito
de C para X, lo cual es absurdo segun la hipétesis.
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SECCION 5. ESPACIOS PRODUCTO Y AD-COMPACIDAD

Asi que para todo ¢ € I, C; no tiene ad-subcubrimientos finitos. No obstante,
X; es ad-compacto para todo i € I, luego debe existir z; € X; con x; ¢ UUeCi U.

Sea x = (v;)ier. Como se cumple que x; ¢ (Jyco, U para todo i € I, enton-
ces x ¢ UUGC U, y esto es imposible dado que C' es un cubrimiento para X.
Concluimos que todo cubrimiento por abiertos subbdsicos para X tiene un ad-
subcubrimiento finito.

Para aplicar el equivalente del lema de Alexander para ad-compacidad, sélo ha-
ce falta ver que para todo par de abiertos no disjuntos U, V' € S, se cumple que
UNV =UnNYV. Pero esto es inmediato de el lema 5.2

O
Un comentario que debe rescatarse es que el teorema 5.2 es vélido sobre el
espacio producto con la topologia producto. Como se muestra a continuacién,
con la topologia caja no se cumple necesariamente dicho teorema.

Ejemplo 5.1. Para cada k € Z, sea X, = (Z,7¢,), donde f : Z — Z
estd dada por fr(n) = n méd k. (En el teorema 1.2 estd la definicién pre-
cisa de 7y, ).

X dotado de la topologia producto es un espacio ad-compacto, sin embargo,
al dotarlo con la topologia caja deja de serlo.
En efecto:

1. Como se mostré en el ejemplo 2.3, para cada k € N, X es ad-
compacto.

Veamos que para todo N € Z~g se cumple que UNV = U NV para
todos U,V € 74, con UNV # 0.

Sean N € Zso y U,V € 74, con UNV % (. Por la definicién de fy,
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sabemos que

TNV = (fn@) Ny (fn (V)
=y (In@) N N (V)
={neZ:fn(n)e (fnO)NfnV))}
={neZ:(uel)3BveV)(fn(n)
={neZ:(Fuel)FveV)(fv) = fn®) = fnv(n))}
={neZ:fx(n)elUy fx(n) eV
={nezZ: fn(n)elUnV}
= fxn (N NV))
=UnV.

-

Luego X es ad-compacto por el teorema 5.2.

2. Sise dota a X con la topologia caja, conideremos el cubrimiento

—+oo
C = {H{nk,nk mod k‘}} .
(nl,ng,...)eX

i=1
Es claro que C cubre a X.

Supongamos que existe J C X, finito, con

+oo
x= U [I{rx ne médk},

(n1,n2,...)€J i=1

O sea,
X: U (Z+TL1,2Z+712,3Z+TL3,...).

(n1,n2,...)€J

Pero esto es imposible, pues si tomamos un entero N > |J| y supo-
nemos que

N
U Nz+ny=2=|JNZ+k,
(nl,’I’LQ,...)GJ k=1

se tendria que

<N>LH2MNZ+nNh ’:N,

nl,nQ,...)GJ

lo cual es absurdo.

29




SECCION 5. ESPACIOS PRODUCTO Y AD-COMPACIDAD

O
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Seccion 6

Cl-compacidad y
ad-compacidad

En un trabajo de grado previo se definié otra forma débil de compacidad, lla-
mada cl-compacidad[l], de la siguiente manera.

Definicién 6.1 (Cl-compacidad [1]). Un espacio topoldgico X es llamado

cl-compacto si K es compacto para todo K C X compacto.

Los siguientes ejemplos muestran que cl-compacidad no implica ad-compacidad,
y viceversa, respectivamente.

Ejemplo 6.1. R no es ad-compacto pero es cl-compacto.
En efecto:

1. Como se mostré en el ejemplo 1.1, R no es ad-compacto.

2. R es cl-compacto porque por el teorema de Heine-Borel, si K C R es
compacto entonces es cerrado y acotado, luego K = K es compacto.

O

Ejemplo 6.2. (R,C) es ad-compacto pero no es cl-compacto.
En efecto:

1. Como se mostro en el ejemplo 1.2, (R,C) es ad-compacto.

2. K = [0,400) es compacto pues si {U, }ier es un cubrimiento de abier-
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tos para K, existe ¢ € I con 0 € U;, en cuyo caso, K C U;, pues U;
es una cola o es R.

No obstante, K = R no es compacto segiin el ejemplo 1.2. Asi que R
no es cl-compacto.

O

Ejemplo 6.3. N con la topologia médulo 2 es ad-compacto y no es cl-
compacto.
En efecto:

1. Como se mostré en el ejemplo 1.4, N es ad-compacto.

2. El conjunto K = {0,1} es compacto porque es finito. Sin embargo,
como se mostrd en el ejemplo 1.4, K = N no es compacto.

Asi que N no es cl-compacto.
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